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    (3) 由二元二次方程式的平移以消去一次項可知 
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可解出平移向量 ),( kh 的條件為 040
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即有心錐線可消去一次項，但無心錐線無法消去一次項。 
    (4) 軸平移的目的：消去一次項；軸旋轉的目的：消去 xy 項 
    (5) 二元二次方程式標準化的原則： 

無心錐線 拋物線 先旋轉後平移 

有心錐線 圓、橢圓、雙曲線 先平移後旋轉 
 
 

主題 4 二元二次方程式圖形的判別 

觀念一 二元二次方程式圖形的判別 

1. 原理：先計算 acb 42 −=δ  
(i) 0>δ ⇒雙曲線類 
(ii) 0=δ ⇒拋物線類 
(iii) 0<δ ⇒橢圓類 

 
 
範例一  
判別下列各方程式的圖形（ 0>δ ，集項配方法） 

(1) 0810254 22 =+++++ yxyxyx  

(2) 052222 22 =+−+++ yxyxyx  

(3) 062845 22 =+++++ yxyxyx  

答 (1)橢圓 (2)點(−3 , 2) (3)無圖形 

解 (1) 0201642 <−=− acb  
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 2)3()12( 22 =++++⇒ yyx  ∴橢圓 

(2) 0824 22 <−=− acb  
 0)2()1( 22 =−+++⇒ yyx  
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(3) 0201642 <−=− acb  
 1)2()12( 22 −=++++⇒ xxy  ∴無圖形 
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範例二  
判別下列各方程式的圖形：（ 0=δ ，前三項為完全平方） 

(1) 04442 22 =++−++ yxyxyx  

(2) 06396 22 =−++++ yxyxyx  

(3) 04164168 22 =+++++ yxyxyx  

(4) 044244 22 =+−++− yxyxyx  
答 (1)拋物線 (2)兩平行直線 (3)重合二直線 (4)無圖形 

解 (1) 0424 22 =−=− acb  

 0)1(4)( 2 =−−−+ yxyx      ∴拋物線 

(2) 0943642 =×−=− acb  
 06396 22 =−++++ yxyxyx  

 06)3()3( 2 =−+++ yxyx （看成 0)2)(3(062 =−+⇒=−+ tttt ） 
 0)23)(33( =−+++ yxyx  
 033 =++⇒ yx 或 023 =−+ yx  ∴兩平行直線 

 (3) 016484 22 =×−=− acb  
 04)4(4)4( 2 =++++ yxyx （看成 0)2(044 22 =+⇒=++ ttt ） 

 0240)24( 2 =++⇒=++ yxyx   ∴重合二直線 

 (4) 01644 22 =−=− acb  
 044244 22 =+−++− yxyxyx  

 04)2(2)2( 2 =+−+− yxyx （看成 03)1(042 22 =++⇒=++ ttt ） 

 03)12( 2 =++− yx ， 3)12( 2 −=++ yx   ∴無圖形 
 
 
範例三  
判別下列各方程式的圖形（ 0>δ ，雙十字交乘） 

(1) 096654 22 =+++−+ yxyxyx  

(2) 0310232 22 =−++−+ yxyxyx  
答 (1)雙曲線 (2)兩相交直線 

解 (1) 0201642 >+=− acb  

  096654 22 =+++−+ yxyxyx  
 
  前三項  ： ))(5( yxyx −+  
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  ⇒ 1)2)(45( −=+−++∴ yxyx （ 021 ≠=⋅ KLL ，表雙曲線） 
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 (2) 012442 >+=− acb  
 0310232 22 =−++−+ yxyxyx  
 
 前三項  
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 03013 =+−=−+⇒ yxyx ，  

  ∴兩相交直線 
 
 

主題 5 圓錐曲線的標準化 

觀念一 圓錐曲線的標準化 

1. 原理：(1) 圓錐曲線標準化的原則： 

無心錐線 
拋物線 
(δ = 0) 

先旋轉後平移 

有心錐線 
圓、橢圓、雙曲線 
 (δ < 0)  (δ > 0) 

先平移後旋轉 

    (2) 022 =+++++ feydxcybxyax ，經軸平移向量 ),( kh ， 
將新方程式的 '' yx ， 一次項消去， 

則令 ⇒
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即 022 =+++++ feydxcybxyax ，經軸平移向量 ),( kh ， 

消去一次項得 0')'('')'( 22 =+++ fycybxxa ，其中 a、b、c 不變， f
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    (3) 022 =+++++ feydxcybxyax ，經軸旋轉θ ，消去 '' yx 交乘項，得 

0''''')'(')'(' 22 =++++ fyexdycxa ，其中條件 ）銳角解必為（θθ
b

ca −=2cot  

°1 常數項不變，即 ff ='  

°2 一次項可由矩陣表格計算：（若為 0 則不必計算）
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